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Bisher wurden zwei N~ihertmgen zu dem Len~zard-Jot~es- 
Devonshire-Potent ia l  1 in der Literatur  ausfiihrlieh diskutiert und 
versehiedentlich verwendet ~: Der harmonisehe Oszillator und das 
Kastenpotential.  Beide Ngherungen dienten einerseits der 
mathematisehen Vereinfaehung, andererseits lieg sieh in diesen 
N~therungen die Molek/ilbewegung innerhMb einer Zelle entweder 
als harmonisehe Sehwingung oder als Translation auffassen. Doch 
waren beide Nfiherungen nur in einem sehr besehrfinkten Tem- 
peraturintervall  verwendbar;  der harmonisehe Oszillator nur bei 
extrem tiefen Temperaturen, das Kastenpotential  bei verhgltnis- 
mgftig hohen Temperaturen. Datum wird bier eine Kombinat ion 
dieser beiden Ngherungen versueht, wonaeh der Pot.entialverlauf 
dureh einen flaehen Boden lind parabolisehe Wgnde wieder- 
gegeben wird. Das Ausmag des flaehen Bodens kann nieht ganz 
willkiirfrei festgesetzt werden. Doeh lggt sieh die WillkOr be- 
trttehtlieh vermindern, wenn man die Bedingung beaehtet, daft 
die Sehwingungsfrequenz ftir die Molekfllbewegung, die dureh 
den Anstieg der parabolisehen Wgnde gegeben ist, fiir Zellen un- 
endlieher Gr6fte gegen Null gehen muft. Das so erhaltene Modell 
tiefert sine Zustandsgleiehung, die mit  der des ausffihrliehen 
Lennc~rd-Jones-Devonshire-Modells zmnindest bis zum Siede- 

* I terrn  Prof. Dr. O. K r a t k y  zum 60. Geburtstag in Verehrung gewidmet, 
** Beurlaubt vom Inst i tut  ftir PhysikMisehe Chemie tier Universiti~t "Wien. 
1 j . E .  L e n n a r & J o n e s  und A. F, Devonshire, Proe. Roy. Soe. [London] 

A163,  53 (1937). 
2 R.  H.  Fowler  tmc[ E. A .  GuggeyJ~eim, Statistical Thermodynamics, 

Cambridge 1939, S. 802 und 808; I .  Prigogine n n d  G. Garikian,  J. Chim. 
Phys. 45, 273 (1948); I .  Prigogirle und V. Mathot ,  J.  Chem. Phys. 2t), 49 (1952). 
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punkt vollkommen /ibereinstimml~, und erm6glieht eine Dis- 
kussion der Molekiilbewegung in den gel/~ufigen Termert der 
Translation und Oszillation a. 

I. E i n l e i t u n g  

Das freie Volumen vines Molekiils ist im Zellmodell dutch den Ausdruek 

~r~ +(r) - ~(0) ~F' = 4~  e kT d r  (1) 

0 

gegeben. Dabei bedeutet r dan Abstand des Sehwerpunktes des betrach- 
teten Molekiils yore Zentrum der Zelle und ~ (r) die potentielle Energie 
des Molekiils im Felde seiner Naehbarn, wenn as sieh am Ort r befindet. 
]3ei der Bereehnung yon ~ (r) wird angenommen, da3 die Naehbarmolekiile 
in clan Mittelpunkten ihrer Zellen fixiert sind, dab das Potentialfeld um 
den Mittelpunkt einer Zelle prak~iseh sph/trisehe Symmetrie besitzt, dab 
die potentielle Energie als Summe der Energien zwischen Molekiilpa.aren 
aufgefagt werden kann und dab die Weehselwirkungsenergie zwisehen 
einem Molekiilpaar ~ dutch die Gleiehung 

= A / R  12 - -  B / R  6 (2) 

wiedergegeben werden kann. In  G1. (2) bedeutet R den Abstand zwisehen 
den Schwerpunkten der beiden Molekiile. Alle diese Voraussetzungen sind 
in der Literatur ansffihrlich diskutiert worden; die erstc und die letzte 
Voraussetzung ist - -  um den Preis erh6hter mathematischer Schwierig- 
keiten - - gelegentlich dutch weniger einschr~nkende ersetzt worden. Im 
folgenden soil aber auf primitivere Art versucht werden, die Molekiii- 
bewegung mit ausreichender Genauigkeit in Termen yon Translation und 
Oszill~tion zu beschreiben. 

Lennard-Jones  und Devonshire 1 erhielten ~iir ~ (r) den Ausdruck 

o (3) 

wobei z die Koordinationszahl eines Molekiils darstellt (iiblicherweise ent- 
sprechend einer Dichtestpackung gleich 12 gesetzt) und a der Abstand 
zwisehen den Mittelpunkten benaehbarter Zellen ist und daher mit dem 
Volumen zusammenh/ingt. Es ist vorteilhaft, die Konstanten A und B 
in G]. (2) durch die Koordinaten des Minimums des Potentials zwisehen 
einem Molekiilp~ar aaszudrticken (vgl. Abb. 1), die mit e* und R* be- 

a Die Idee, die Molekiilbewegung im kondensierten Zustand als Summe 
yon Translation und Oszitlation zu besehreiben, ist. sehon yon O. K .  Rive 
in ,,Phase Transformations in Solids", ed. by Smoluchowski, Wiley 1951, be- 
handelt worden. 
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zeiehnet werden. Die Kons tan te  A ist dann  gegeben durch s*(R*) 12, 
ws B dureh 2 s* (R*) 6 auszudrtieken ist. Ffihrt  man  ferner die Gr6Sen 
A und  a dureh die De- 
finitionsgleiehungen 

A = z $  $ 

c~ = (R*/a) 6 

ein und beriicksichtigt man  
den Einflul~ der niehtns 
sten Naehbarn  4 (dadureh 
wird der Fak tor  2 im An- 
ziehungsterm zu 2,409 und 
der Fak to r  1 im Abstogungs-  
term zu 1,011 vers 
so kann  '~ (0) gesehrieben 
werden 5 

,5(0) ----- - -  A (2,409~ 
- -  1 , 0 1 1 c L ~ ) .  (4)  

Abb. 4 zeigt (striehlierte Kur-  
ven) ~ (r) naeh Lennard .Jones  

und Devonshire GI. (3) ffir 
versehiedene Werte yon ~, 

Die N~herung des Ka- 
stenpotentials n immt  einen 
Potent ialverlauf  an, der 
dureh einen f laehen Boden 
innerhalb der Zelle und un- 
endlieh steileW/~nde am Rand  
der Zelle darzustetlen ist. 
Die Tiefe des fluehen Bodens 

I 

f~ 

,R  

Abb. 1. Zur Definit ion der GrgBen 1), l t*  ~:.nd ~* 

ist durch Ol. (4) best immt,  die Wgnde  werden in einer Ent fernung von 
( a - - D ) / 2  vom Zellmittelpunkt angenommen.  Daher  vereinfaeht sieh 
G1. (l) fiir diesen Fall zu 

(a - -  D)12 

/ ud' = 4~  r ~ d r  = v: (a - -  D)a/6. (5) 
0 

D bezeiehn.et den Molekiildnrehmesser (vgl. Abb. 1), der dureh 0,8909 R* 
gegeben ist. Die obere Integra~ionsgrenze erseheint etwas willkiirlich. 

..... ;- R__ti.~Wentor], Jr. ,  R. J. Buehler, J .  O. Hirsch]elder und C: F. Cwrtiss, 
J. Chem. Phys. 18, 1484 (1950); J.  E. Lennard-Jones und A. E. I,ngharn, 
Prec. Roy. Soc. [London] A 107, 636 (1925). 

Die Bezeiehungsweise schlieBt sich eng an die Arbeiten yon Prigogine 
und Mitarb. an; vgl. auch F. Kohler, Mh. Chem. 88, 857 (1957). 
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Wenn man strikt die Voraussetzung aufrecht erh/~lt, cla$ die Naehbar- 
molektile im Mittelpunkt ihrer Zellen festgehalten zu denken sind, so 
wiirde es richtig erseheinen, bis zu ( a -  D) zu integrieren. W/~hrend in 
den meisten Anwendungen des Zellmodells der Faktor  vor ( a -  D) keine 
Bedeutung hat, ben6tigt man den Faktor  112, wenn man bei der ~xtra-  
polation auf geringe Diehten die korrekte Zustandssumme ffir ein ideales. 
Gas erhMten will. Denn ftir diesen Fall soll tF' in v/N, das Volumen pro 
Molekiil, fibergehen. Ffir niedere Diehten (groBe Zellabs~tnde) kann D 
gegen a vernaehl/tssigt werden, und a hKngt mit dem Volumen naeh 

- -  (6) 

illsar~imen, wenn. Inan :[fir die Zellen eine kubisehe Diehtestpaekung mit  
z -- 12 annimmt. Daher erh/ilt man mit G1. (,5) und (6) for den Grenzfall 
geringer Diehte ffir t F ' =  0,74v/N;  der Faktor  0,74 stellt den nieht 
genfitzten ga um in der kubisehen Diehtestpackung dar u n d  ist bier 
dureh die einander widersprechenden Vorausse*zungen der kubisehen 
Paekung und des kugelsymmetrisehen Potentialverlaufs um die Zell- 
mittelpunkte bedingt. 

Bei der N/therung des harmonisehen Oszillators bertieksiehtigt man 
in G1. (3) nut  die Terme, die in (r/a) quadratiseh sind und vernaehlgssigt 
alle Terme h6herer Ordnung. Das Ergebnis ist 

+ (r) - -  ~ (0) - -  J [22 C~ 2 - -  1 0  0~] (#'la) 2. (7) 

Setzt man G1. (7) in G1. (1) ein und multipliziert man q~' mit (2rcmkT/h2)3l 2, 
so erh/i.lt man die Zustandssumme ffir einen harmonischen Oszillator (ffir 
den Grenzfall hoher Temperaturen): 

W' (2 r~mkT/l~)8f s -- ~F = (kT/hvp,  (8) 

wobei die Frequenz v dureh 

v -- R* ] / ~ l / ~  [A (22~2 10g)] lh~z_ (9} 

gegeben ist. Wie aus G1. (9) zu ersehen ist, wird die Frequenz ,J fiir 
- -10/22 =-0,4545 Nul l  -and nimmt ffir geringere Diehten negative 

Werte an. Diese Tatsaehe zeigt in drastiseher Weise die Unbrauehbarkeit 
der N/iherung des harmonisehen Oszillators f fir geringe Diehten. Die 
negativen Werte fiir die Frequenz bei geringen Diehten kommen dadureh 
zustande, dal3 in der Reehnung nieht fiber die tatsgehliehen Positionen 
der Naehbarmolekiile gemittelt wird, sondern angenommen wird, dab 
sieh alle Naehbarmolek;dle in den Zelhnittelpunkten befinden. 
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II .  Die  n e u e  N /~he rung  

Abb. 2 zeigt den Potentialverlauf, wie er der neuen N/iherung zugrunde 
gelegt wird. Der Anstieg der Parabel ist derselbe wie in der N/iherung 
des ha.rmonisehen 0szil!ators fiir einen Zelldurehmesser al, d. h. fiir einen 
Zelldurehmesser, der erhalten wird, wenn man den flaehen Boden heraus- 
schneider. Das freie Volumen ist gegeben dutch 

(a - -  al) /2 

( f { 14k (22 --10~(,1)(2T--~(~ -~- g,)2} 
- -  - -  d G ~'F" = 4 ~  �9 r 2 dr  + 47: . r ~ exlo ~ ~1 ~ al 

0 (a a~)/2 

(lo) 

wobei el  = ( R * / a l )  6 ist. Damit  erhiilt man fiir die Zustandssumme, so- 
weir sie die Molekiilbewegung innerhalb einer Zelle betrifft, im Grenzfall 
hoher Temperaturen 

q ? =  6 h2 + 2 - (a - -a~)  2 h2 \ h h !  

h ~ " \h '~ l ]  \ h V l !  " (11) 

hiebei durch GI. (9) gegeben, wenn dort ftir ~ die 
wird. 
nun, eine physikalisch sinnvolle Vorschrift zur Be- 

Die Frequenz ~1 ist 
Gr6ge ~1 eingesetzt 

Das Problem ist 
s t immung der GrSl3e al zu finden. ! m  

Grenzfall geringer Dichten wird man i / ~ ) / _ ~ ~  
nur mehr Translationsbewegung er- 
warren. Dann muB die Ausdehnung 
des flaehen Bodens etwa dieselbe 
sein wie in der N/iherung des 
Kast, enpotentials. D .h .  wenn a ;. 
immer grSger wird, muB az einen 
fixen Wert  yon der GrSf3enordnung 
D erreiehen. Andererseits soll die 

~S e~ 

Abb. 2. Der Potentialverlauf ffir ein Molekfil hmerhalb seiner Zelle 
neue N/iherung ftir den Grenzfall naeh der neUenmatisch)N~iherung (sche- 
hoher Diehten und tiefer Tempera- 
turen in die N/iherung des harmonisehen Oszillators iibergehen, d. h. a1 
soll dann m i t a  identiseh werden. Sehreibt man 

a - -  a l  - - f  ( a  - -  D ) ,  ( 1 2 )  

so soll der Faktor  f fiir den Grenzfall grol3er Dichten (tiefer Tempera~uren) 
~e~en Null und ftir den Grenzfall kleiner Diehten gegen Eins gehen. 
Eine Funktion, die diese Forderungen erftillt, ist 
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wobei a0 -- 0,97123 R*, d. i. der Wert, fiir den ~ (0) [vgl. GI. (4)] minimal 
wird und der daher (fiir den Druek Null) dem absoluten Nullpunkt ent- 
sprieht. Der Exponent  n in G1. (13) kann dureh eine n/there Betmehtung 
des Grenzfalles geringer Diehten festgelegt werden. Wie eben festgestellt, 
nimmt al fiir groge Diehten den Weft 0,97123 R* an und soll mit a zu- 
nehmen, was ein Abnehmen der Frequenz bedingt. Andererseits soll die 
Frequenz vl nieht fiir endliehe Diehten dutch Null gehen, sondern soll 
gerade gegen Null streben, wenn die Diet/re unendlieh gering wird. Naeh 
G1. (9) ist dazu erforderlich, dag a l  fiir den Grenzfall geringer Diehten 
den Wert 1,14044 R* annimmt. Legt man die G1. (12) und (13) der Be- 
reehnung yon al zugrunde, so kann man diese Bedingung nur mit einem 
Exponenten erfiillen, der ein wenig gr61~er als 3 ist. Fiir den Exponenten 
n = 3 erh/~It man fiir al im Grenzfall geringer Diehten den Wert 1,13191 R*. 
Naehdem das Verhalten bei geringen Diehten mit Hilfe der Theorie des 
Freien Volumens sowieso kaum mit ausreiehender Genauigkeit besehrie- 
ben werden kann, beniitzen wir der Einfaehheit hMber den Exponenten 3. 
Damit wird auch erreieht, da[3 der zweite Term yon G1. (10) aueh im 
Grenzfall geringer Diehten endlieh bleibt. 

Um G1. (11) fiir tiefe Temperaturen zu verbessern, wird die Qua, nten- 
zustandssumme fiir einen harmonischen Oszillator eingefiihrt and d~mit 
aueh die Nullpunktsenergie berficksichtigt: 

wobei 

und 

B =  

7~ C8 ~ 2 C B 2 _ _ B 3  ' 

2rc m k T  

h ~ 
) F2 A f ~--1/6 R*; A -- 1 - -  0,890899 ~1/6; 

f =  (1--0,971235A ~t/6)~ 

exp ( - -  h,~/2 k T )  

1 - -  exp ( - -  h ,/Ic T )  ; 

(14) 

(14a) 

~11/6 [A (22 ~2 - -  10cq)] j/2 " 

= R* ]/'2 7: m " ~ 

~ = (1 - - / A )  ~' (14b) 

III.  Die  Z u s t a n d s g l e i c h u n g  

Die Zustandsgleichung soll hier nur fiir verschwindenden Druck dis- 
kutJert werden. Setzt man dementsprechend die Ableitung der Freien 
Energie naeh dem Volumen gleich Null, so erh~lt man die Gleichung 

2 R T  ~ i n  ~tz/8~ = N ~  ~ (0)]0~,  NI ,  �9 �9 �9 L o s c h m i d t s c h e  Zahl, (15) 
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wodureh das Volumen in Abh~.sagigkeit yon der T e m p e r a t u r  ~tir ver- 
schwindenden Druek  fesl,gelegf0.wird. Die so erhalf0ene Zustandsgteiehung 
wird in Abb. 3 mi t  derjenigen vergliehen, die yon dem ausfiihrliehen 

l 
o,/2 

\ I \ 

, \  , \  
i o, o~ 

' ~  4 s,s+ 

<~<x i 

, i ' ~0 I __ I 

dq 0,$ y,o o /,~ 
i 

~z 

Abb. 3. Die Zus tandsg le i (hung  fi ir  vernachli~ssigbaren DrHck naeh der Thoorie yon Len~ard-Jo~es 
und .Devo~.~Dire (striehliert,  naeh Li tcra turz i t .  4) trod nach der hier beschricbenon N~iherung (ausgc- 

zogene Xurve)  

Modell von Lennard-Jones und Devon,~hire abzulei ten ist. Dazu wurde 
]cT/A gegen ~--=-NL2R*6!(2 v z) a, ufgetrugen. Fiir T = 0 muf3 in beiden 
Fs ~ - -  1,1915 sein. Die 1Jbereinst immung ist bis zu Tempera turen ,  
die oberhalb  des .Sieclepunktes yon Fltissigkeiten liegen, ~usgezeichnet. 

Da  die Bereehnung der Ablei tung 0 lntlS'/~,c~ etwas langwierig ist, 
sind im Iolgenden die entsprechenden Formeln  deta.illierf~ angegeben:  

C 3 ( 3 C  *) + C 2 B ( 2 C  * " B * ) + 2 C B 2 ( C  * + 2 B * ) - ~ B 3 ( 3 B  *) 
o ~ n ' t  '~ 6 2- 
--~:o~ ........ ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ ? ' ~  . . . . . . . . . . . . . . .  

(16) 

) lonl / ts} lef lo f ( i r  Ohoinie, J$(I. 93/2 

Dabei  ist 

C * - -  1 (1 -i- 3 0,971235 c~1, '~ 9 0,890899 c~t!~ 1 (16a) 
6 ~  1 " 0 , 9 7 i ) - 3 5  al/G - -  z . . . . . .  A . . . .  ] 

h. ~v ( . e x p ( - - h v / / ~ T )  t 
km ~< O,S ~--- ~xp( S~;)m)l (~Sb) 

32 
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~ ~ 22 ~t - -  10 + [1 - -  :@i6 (2,913705 f2/3 1,781798 f)] 

(16r 

IV. D i s k u s s i o n  

Als der wesentliche Vorteil der beschriebenen Ni~herung wird die 
Beschreibung der Molekfilbewegung in Termen yon Translation und 
Oszillation angesehen. Die ~u in der Auiteilung der Anteile yon 

~/~) 

0 0 
p 

0 
I 

+11 

-r 

oc : 0, 700/ o~ : 0.Z986 o~ : 0.69r 

Abb. I. Vergleioh fill" den PotentiMverlauf eines $1olekils innerhalb eiaer Zelle nach der Theorie 
yon  Lennard-Jones u n d  Devonshire (st, richlier'~, n a c h  Li te r~ turz i6 .  2) u n d  nach  der  hier  beschr ie-  

b e n e n  ~N~l).erllng f(Zr v e r s c h i e d e n e  W e r t e  v o a  a 

Translation und Oszillation liegt in der Wahl der Funktion (13), konnte 
aber durch die nicht willkfirliche Festlegung des Exponentea  wesentlich 
vermindert  werden. SchlieBiich ist die Voraussetzung in der ausftihrlichen 
Theorie yon Lennard-Jones und Devonshire, dab die N~chbarmolekiile in 
den. Mittelpunkten ihrer Zellen tokatisiert~ sind, kaum weniger willkfirlich. 
Man kann die neue Niiherung bis zu einem gewissen Grade als ein Aus- 
mitt, eln fiber die Positionen der Naehbarmolekfile auffassen. Das wird 
durch Abb. 4 illustriert, wo der Potentialverlauf fiir beide Behaadlungs- 
weisen als Funktion der Position des zentralen Molekiils wiedergegeben ist. 


