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Bisher wurden zwei Naherungen zu dem Lennard-Jones-
Devonshire-Potential in der Literatur ausfihrlich diskutiert und
verschiedentlich verwendet?: Der harmonische Oszillator und das
Kagtenpotential. Beide Né&herungen dienten einerseits der
mathematischen Vereinfachung, andererseits liefl sich in diesen
Naherungen die Molekiilbewegung innerhalb einer Zelle entweder
als harmonische Schwingung oder als Translation auffassen. Doch
waren beide Naherungen nur in einem sehr beschrénkten Tem-
peraturintervall verwendbar; der harmonische Oszillator nur bei
extrem tiefen Temperaturen, das Kastenpotential bei verhaltnis-
miBig hohen Ternperaturen. Darum wird hier eine Kombination
dieser beiden Néherungen versucht, wonach der Potentialverlauf
durch einen flachen Boden und parabolische Winde wieder-
gegeben wird. Das Ausmaf des flachen Bodens kann nicht ganz
willkiirfrei festgesetzt werden. Doch 148t sich die Willkiir be-
trachtlich vermindern, wenn man die Bedingung beachtet, daB
die Schwingungsfrequenz fir die Molekiilbewegung, die durch
den Anstieg der parabolischen Winde gegeben ist, fiir Zellen un-
endlicher GréBe gegen Null gehen muB. Das so erhaltene Modell
liefert eine Zustandsgleichung, die mit der des ausfibrlichen
Lennard-Jones-Devonshire-Modells zumindest bis zum Siede-
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punkt vollkommen iibereinstimmt, und erméglicht eine Dis-
kussion der Molekiilbewegung in den geldufigen Termen der
Translation und Oszillation?.

I. Einleitung

Das freie Volumen eines Molekiils ist im Zellmodell durch den Ausdruck

w0
: 0 =4O
¥ = 4r / r e 10 kTu( dr (1

i

gegeben. Dabei bedeutet » den Abstand des Schwerpunktes des betrach-
teten Molekiils vom Zentrum der Zelle und ¢ (r) die potentielle Energie
des Molekiils im Felde seiner Nachbarn, wenn es sich am Ort # befindet.
Bei der Berechnung von ¢ (r) wird angenommen, dafl die Nachbarmolekiile
in den Mittelpunkten ihrer Zellen fixiert sind, dafl das Potentialfeld um
den Mittelpunkt einer Zelle praktisch sphirische Symmetrie besitzt, dafi
die potentielle Energie als Summe der Energien zwischen Molekiilpaaren
aufgefalBt werden kann und dafl die Wechselwirkungsenergie zwischen
einem Molekiilpaar ¢ durch die Gleichung

¢ = A[R\> — B/R® )

wiedergegeben werden kann. In Gl (2) bedeutet B den Abstand zwischen
den Schwerpunkten der beiden Molekiile. Alle diese Voraussetzungen sind
in der Literatur ausfithrlich diskutiert worden; die erste und die letzte
Voraussetzung ist -— um den Preis erh6hter mathematischer Schwierig-
keiten - - gelegentlich durch weniger einschridnkende ersetzt worden. Im
folgenden soll aber auf primitivere Art versucht werden, die Molekiil-
bewegung mit ausreichender Genauigkeit in Termen von Translation und
Oszillation zu beschreiben.
Lennard-Jones und Devonshire® erhielten fiir  (r) den Ausdruck

$(r) = %f{A [r% + a® — 2ar cos 3]~ 6 — B[r? -+ g® — 2ar cos ] 3} sin § d 9,
0 (3)

wobei z die Koordinationszahl eines Molekiils darstellt (iiblicherweise ent-
sprechend einer Dichtestpackung gleich 12 gesetzt) und a der Abstand
zwischen den Mittelpunkten benachbarter Zellen ist und daher mit dem
Volumen zusammenhingt. Es ist vorteilhaft, die Konstanten 4 und B
in Gl (2) durch die Xoordinaten des Minimums des Potentials zwischen
einem Molekiilpaar auszudriicken (vgl. Abb. 1), die mit e* und E* be-

3 Die Idee, die Molekiilbewegung im kondensierten Zustand als Summe
von Translation und Oszillation zu beschreiben, ist schon von O. K. Eice
in ;,Phase Transformations in Solids“, ed. by Smoluchowsk:, Wiley 1951, be-
handelt worden. :
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zeichnet werden. Die Konstante A ist-dann gegeben durch eg*(R*)12,
wahrend B durch 2 £* (B*) ¢ auszudriicken ist. Fiihrt man ferner die Grofen
A wnd o durch die De-

finitionsgleichungen 4

A =zt
o = {(B*/a)¢

ein und beriicksichtigt man
den EinfluBl der nichtnich- t
sten Nachbarn* (dadurch
wird der Faktor 2 im An- .
ziehungsterm zu 2,409 und 7
der Faktor 1 im AbstoBungs-
term zu 1,011 verdndert),
so kann 4 (0) geschrieben !
werden 3 ‘
U(0) = — A (2,409« |
—1,01142). (4) |

Abb. 4 zeigt (strichlierte Kur-
ven) § (r) nach Lennard-Jones
und Devonshire Gl (3) fur
verschiedene Werte von «.

Die Néherung des Ka-
stenpotentials nimmt einen
Potentialverlauf an, der
durch einen flachen Boden
innerhalb der Zelle und un-
endlich steileWandeam Rand
der Zelle darzustellen ist. Abb. 1. Zur Definition der GréBen D, R* und z*
Die Tiefe des flachen Bodens
ist durch Gl. (4) bestimmt. die Wande werden in einer Entfernung von
(@ —D)/2 vom Zellmittelpunkt angenommen. Daher vereinfacht sich
Gl (1) fiir diesen Fall zu

(e — D)2
P = 4 / 2 dr = = (a — D)/6. )
. 0

D bezeichnet den Molekiildurchmesser (vgl. Abb. 1), der durch 0,8909 R*

gegeben ist. Die obere Integrationsgrenze erscheint etwas willkiirlich.

* R. H. Wentorf, Jr., R. J. Buehler, J. O. Hirschfelder und C. F. Curtiss,
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Proc. Roy. Soc. [London] A 107, 636 (1925).
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Wenn man strikt die Voraussetzung aufrecht erhilt, daf die Nachbar-
molekiile im Mittelpunkt ihrer Zellen festgehalten zu denken sind, so
wiirde es richtig erscheinen, bis zu (¢ — D) zu integrieren. Wihrend in
den meisten Anwendungen des Zellmodells der Faktor vor (¢ — D) keine
Bedeutung hat, bendtigt man den Faktor 1/2, wenn man bei der Extra-
polation auf geringe Dichten die korrekte Zustandssumme fiir ein ideales
Gas erhalten will. Denn fiir diesen Fall soll ¥ in »/N, das Volumen pro
Molekiil, iibergehen. Fiir niedere Dichten (groBe Zellabstdnde) kann D
gegen o vernachlissigt werden, und & héngt mit dem Volumen nach

a3 = v]/é /N (6)

zusammen, wenn man fiir die Zellen eine kubische Dichtestpackung mit
z = 12 annimmt. Daher erhilt man mit Gl. (5) und (6) fiir den Grenzfall
geringer Dichte fir W = 0,74 v/N; der Faktor 0,74 stellt den nicht
geniitzten Raum in der kubischen Dichtestpackung dar und ist hier
durch die einander widersprechenden Voraussetzungen der kubischen
Packung und des kugelsymmetrischen Potentialverlaufs um die Zell-
mittelpunkte bedingt.

Bei der Niherung des harmonischen Oszillators beriicksichtigt man
in Gl (3) nur die Terme, die in (/@) quadratisch sind und vernachléssigt
alle Terme héherer Ordnung. Das Ergebnis ist

$() — $(0) = A[2202 — 104 (rfa)? (7)

Setzt man Gl. (7) in GI. (1) ein und multipliziert man ¥ mit (2w mkT'h2)3/2,
so erhilt man die Zustandssumme fiir einen harmonischen Oszillator (fiir
den Grenzfall hoher Temperaturen):

(2 wmkT[R2)32 = ¥ = (kT[hv)3, (8)

wobei die Frequenz v durch

o'ls [A (2202 — 10 oz)]'/2 ©)

T e Vamm n
gegeben ist. Wie aus GL (9) zu ersehen ist, wird die Frequenz v fiir
a = 10/22 = 0,4545 Null und nimmt fiir geringere Dichten negative
Werte an. Diese Tatsache zeigt in drastischer Weise die Unbrauchbarkeit
der Niherung des harmonischen Oszillators fiir geringe Dichten. Die
negativen Werte fiir die Frequenz bei geringen Dichten kommen dadurch
zustande, daB in der Rechnung nicht iiber die tatséchlichen Positionen
der Nachbarmolekiile gemittelt wird, sondern angenommen wird, dafl
sich alle Nachbarmolekiile in den Zellmittelpunkten befinden.
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II. Die neue Nédherung

Abb. 2 zeigt den Potentialverlauf, wie er der neuen Néherung zugrunde
gelegt wird. Der Anstieg der Parabel ist derseibe wie in der Néherung
des harmonischen Oszillators fiir einen Zelldurchmesser 21, d. h. fiir einen
Zelldurchmesser, der erhalten wird, wenn man den flachen Boden heraus-
schneidet. Dag freie Volumen ist gegeben durch

(@ —a)/2 » A
2 o | 2
VW =4x [72 dr + 4% [TZ exp {*IA (22 0,2 — 10 &,) (—f- 2T }dr,
. . ET" 2
0 ' (@ —ay)/2
wobei o3 = (B*[a1)% ist. Damit erhdlt man fiir die Zustandssumme, so-
weit sie die Molekiilbewegung innerhalb einer Zelle betrifft, im Grenzfall
hoher Temperaturen
b 2 mkT \32 = ‘2rmkT \ (kT
O e e R [
Y (QTrka)1/2(1cfl’)2 ‘ (kT)3
2 (@ — ——— —) = {1}
‘“ W\ by, by,

Die Frequenz v; ist hiebei durch Gl. (9) gegeben, wenn dort fiir « die
Grofle oy eingesetzt wird.

Das Problem ist nun, eine physikalisch sinnvolle Vorschrift zur Be-
stimmung der Gré8e a; zu finden. Im
Grenzfall geringer Dichten wird man
nur mehr Translationsbewegung er- pi 1
warten. Dann mul} die Ausdehnung 0 —t
des flachen Bodens etwa dieselbe T
sein wie in der Néherung des AN e

Kastenpotentials. D.h. wenn «

(11)

a

- . - - e

immer gréfler wird, muf} a; einen a,/z a,/z

fixen Wert von der Gréfenordnung . )
. . N . Abb. 2. Der Potentialverlanf fiir

D erreichen. Andererseits soll die ein Molekiil innerhalb seiner Zelle
. o nach der neuen N#herung (sche-

neue Naherung fiir den Grenzfall matisch) £

hoher Dichten und tiefer Tempera-
turen in die Ndherung des harmonischen Oszillators iibergehen. d. h. a;
soll dann mit « identisch werden. Schreibt man

@ —ay = f(a— D), (12)
so soll der Faktor f fiir den Grenzfall groBler Dichten (tiefer Temperaturen)

gegen Null und fir den Grenzfall kleiner Dichten gegen Kins gehen.
Eine Funktion, die diese Forderungen erfiillt, ist

= (——) (13)
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wobel ag = 0,97123 B*, d. i. der Wert, fiir den ¢ (0) [vgl. GL (4)] minimal
wird und der daher (fiir den Druck Null) dem absoluten Nullpunkt ent-
spricht. Der Exponent » in Gl. (13) kann durch eine nédhere Betrachtung
des Grenzfalles geringer Dichten festgelegt werden. Wie eben festgestellt,
nimmt a4 fiir groBe Dichten den Wert 0,97123 E* an und soll mit # zu-
nehmen, was ein Abnehmen der Frequenz bedingt. Andererseits soll die
Frequenz vi nicht fiir endliche Dichten durch Null gehen, sondern soll
gerade gegen Null streben, wenn die Dichte unendlich gering wird. Nach
GL (9) ist dazu erforderlich, daB a; fiir den Grenzfall geringer Dichten
den Wert 1,14044 R* annimmt. Legt man die GI. (12) und (13) der Be-
rechnung von a; zugrunde, so kann man diese Bedingung nur mit einem
Exponenten erfiillen, der ein wenig groBer als 3 ist. Fiir den Exponenten
n = 3 erhilt man fiir ¢; im Grenzfall geringer Dichten den Wert 1,13191 B*.
Nachdem das Verhalten bei geringen Dichten mit Hilfe der Theorie des
Freien Volumens sowieso kaum mit ausreichender Genauigkeit beschrie-
ben werden kann, beniitzen wir der Einfachheit halber den Exponenten 3.
Damit wird auch erreicht, -dall der zweite Term von (Gl. (10) auch im
Girenzfall geringer Dichten endlich bleibt.

Um Gl. (11) fiir tiefe Temperaturen zu verbessern, wird die Quanten-
zustandssumme fiir einen harmonischen Oszillator eingefithrt und damit
auch die Nullpunktsenergie beriicksichtigt:

W= 2 T C°B 208+ B, (14)
wobei -
12 ‘
o (Q_LZZ’“_@) Afa—t6 R¥; A =1— 0890899 o!/;
(1 —0,971235 «1/6\3
- ooy
und
B exp (— hvj2kT) o, /8 [A (22 o 2 — 10 ocl)]’/2
= SV o= | — )
1 —exp (— hv/kT)’ R* ]/27: m T
o
- = _ . 14b
* T — jAp (14b)

III. Die Zustandsgleichung

Die Zustandsgleichung soll hier nur fir verschwindenden Druck dis-
kutiert, werden. Setzt man dementsprechend die Ableitung der Freien
Energie nach dem Volumen gleich Null, so erhdlt man die Gleichung

2RT oI ¥/oa = Ny ey (0)/éx, Ny, ... Loschmidische Zabl, (15)
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wodurch das Volumen in Abhéngigkeit von der Temperatur fir ver-
schwindenden Druck festgelegt wird. Die so erhaltene Zustandsgleichung
wird in Abb. 3 mit derjenigen verglichen, die von dem ausfiithrlichen

1072

\ 4 408

- 0,06
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\ + qo4

—p
Abb. 3. Die Zustandsgleichung fiir vernachliissigharen Druck naeh der Theorie von Lennard-Jones

und Devonshive (strichliert, nach Literaturzit. 4) und nach der hier beschriebenen Niherung (ausge-
zogene Kurve)

Modell von Lennard-Jones und Devonshire abzuleiten ist. Dazu wurde
ET|A gegen o = N 2B*8/(2 v2) aufgetragen. Fiir 7 = 0 muB in beiden
Fallen « == 1,1915 sein. Die Ubereinstimmung ist bis zu Temperaturen,
die oberhalb des Siedepunktes von Flissigkeiten liegen, ausgezeichnet.
Da die Berechnung der Ableitung ¢ InV/¢a etwas langwierig ist,
sind im folgenden die entsprechenden Formeln detailliert angegeben :

1

[

C3(3C%) + - C*B(20% - B¥) +- 20 B2 (C* + 2B%) + B (3 BY)

2ln ¥ 6
X! * - e
(16)
Dabei ist
, 1 0.971235 o6 0,890899 51/
% T [og _ oouitesd BE 5 YhodVoy .
¢ 6o (1 0871985 s T2 Ty ) 6a)
h &y _ . exp{— hv/kT) )
B = . YV g5 o _SEP AT RVIEL ]
KT Za ( P T T exp (— hvjkT) (16b)

Monatshefte fiir Chemie, Bd. 93/2 32
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dv v ( 11 oy

2 , '
T Y\ By —10 T 3) [1 — 176 (2,913705 f2/3 — 1,781798 f)]
—

2a «
(16 ¢)
IV. Diskussion

Als der wesentliche Vorteil der beschriebenen Naherung wird die
Beschreibung der Molekiilbewegung in Termen von Translation und
Oszillation angesehen. Die Willkiir in der Aufteilung der Anteile von
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Abb. 4. Vergleich fiir den Potentialverlauf eines Molekills innerhalb einer Zelle nach der Theorie

von Lennard-Jones und Devonshire (strichliert, nach Literaturzit. 2) und nach der hier beschrie-
benen Niherung fir verschiedene Werte von « i

Translation und Oszillation liegt in der Wahl der Funktion (13), kennte
aber durch die nicht willkiirliche Festlegung des Exponenten wesentlich
vermindert werden. SchlieBlich ist die Voraussetzung in der ausfiibrlichen
Theorie von Lennard-Jones und Devonshire, daB3 die Nachbarmolekiile in
den Mittelpunkten ihrer Zellen lokalisiert sind, kaum weniger willkiirlich.
Man kann die neue Niherung bis zu einem gewissen Grade als ein Aus-
mitteln iiber die Positionen der Nachbarmolekiile auffassen. Das wird
durch Abb. 4 illustriert, wo der Potentialverlauf fir beide Behandlungs-
weisen als Funktion der Position des zentralen Molekiils wiedergegeben ist.



